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Nach dem Vorgange des Herrn Darboux (Lecons sur la Theorie 
generale des Surfaces etc. t. II, p. 244, (1892)) sollen unter dem Namen 
surfaces isothermiques diejenigen krummen Oberflächen verstanden 
werden, deren Krümmungslinien geeignet sind, die Fläche in unendlich 
kleine Quadrate zu teilen. Das Problem, von einer gegebenen Fläche 
zu entscheiden, ob sie der Familie der Isothermflächen angehört oder 
nicht, ist zuerst von Herrn Weingarten (»Ueber die Differentialglei- 
chung. der Oberflächen, welche durch ihre Krümmungslinien in unend- 
lich kleine Quadrate getheilt werden können«, Sitzungsberichte d. Kgl. 
Preuss. Akad. d. Wissensch. zu Berlin, XLIIL, p. 1163 (1883). — »Ueber 
die Theorie der aufeinander abwickelbaren Oberflächen«, Festschrift der 
Kgl. Technischen Hochschule zu Berlin, p. 22 (1884)) vollständig in 
der Weise gelöst worden, dass die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes der Fläche, betrachtet als Functionen zweier unabhängigen Ver- 
änderlichen, nebst ihren partiellen Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
einer einzigen Relation genügen müssen, welche sich als die Integrabili- 
tätsbedingung eines gewissen Differentialausdrucks darstellt. Die aus dieser 
Bedingung hergeleitete, nicht wenig complicirte Differentialgleichung 
vierter Ordnung, von deren Integration die Bestimmung sämmtlicher 
Flächen mit isometrischen Krümmungslinien abhängt, scheint jedoch 
zu einem anderen Erfolge kaum geführt zu haben als dem, die erheb- 
lichen Schwierigkeiten des Problems, welche schon Bonnet (»Sur 
Vemploi d’un nouveau systeme de variables etc.«, Liouville Journal 5, 
serie II, p. 153, (1860)) und Cayley (»Surfaces capable of division 
into infinitesimal squares by means of their curves of curvature«,. Pro- 
ceed. of the London Math. Soc., t. 4, p. 7, 8 (1870). — »Sur les sur- 


faces divisibles en carırds par leurs courbes de courbure«, Compt. rend., 
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t. 74, p. 1445 (1872)) vermutet hatten, gehörig zu präcisiren. Die Be- 
dingung der Isometrie der Krümmunsgslinien ist wiederholt und in den 
verschiedensten Formen aufgestellt worden. Man vergleiche ausser den 
oben angeführten noch die Arbeiten der Herren Willgrod (»Ueber Flä- 
chen, welche sich durch ihre Krümmungslinien in unendlich kleine 
Quadrate theilen lassen«, Inaug.-Diss. Göttingen (1883), Knoblauch 
(»Ueber die Bedingung für die Isometrie der Krümmungscurven«, Crelle 
J. 103, (1887) p. 40), Frobenius (Ueber die in der Theorie der 
Flächen auftretenden Differentialparameter«, Crelle J. 110, (1892) p. 36), 
Cosserat bSur la deformation infinitesimale d’une surface flexible 
et inextensible et sur les congruences de droites«, Annales de "Toulouse 
(1894) p. E. 7). 2 | 
Bei diesen Schwierigkeiten, welche einerseits bei der Aufstellung 
geeigneter Differentialgleichungen des Problems auftreten, andrerseits 
durch den gegenwärtigen Stand der Theorie der partiellen Differential- 
gleichungen bedingt sind, beschränkt sich naturgemäss die Arbeit der 
Mathematiker auf die Auffindung von Speciallösungen. Von diesem 
Gesichtspunkt aus soll die allgemeine 'Iheorie der in Rede stehenden 
Flächen in der folgenden Untersuchung behandelt werden, deren Haupt- 
ziel ist, die Bestimmung aller Isothermflächen von der Lösung partieller 
Differentialgleichungen abhängig zu machen, für welche Methoden. zur 
Auffindung von Particularlösungen vorhanden sind. Es wird gezeigt, 
dass sich eine Theorie der Isothermflächen lediglich mittelst simultaner 
partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung construiren lässt *). 
Dieses Ergebniss wird wesentlich dem Umstande verdankt, dass es ge- 
lingt, den fundamentalen Zusammenhang der betrachteten Flächen mit 
der Theorie der linearen partiellen Difterentialgleichungen mit gleichen 
Invarianten durchzuführen, und die Bestimmung aller Isothermflächen 


*) Herr Cosserat hat in der oben angezeigten Arbeit, auf welche mich Herr Professor- 
Dr. J. Knoblauch gütigst aufmerksam gemacht hat, die Entscheidung darüber, ob eine ge- 
gebene Fläche isotherm ist oder nicht, davon abhängig gemacht, dass eine Verschiebungsfunction, 
wie sie Herr Weingarten (»Ueber die unendlich kleinen Deformationen einer biegsamen, unaus-- 
dehnbaren Fläche«, Sitzungsberichte der Kgl. Preuss. Akad. d. Wissensch. zu Berlin, VI, p. 83, 
(1886)) eingeführt hat, einem System von zwei simultanen partiellen Differentialgleichungen zweiter: 
Ordnung genügen muss. Als Differentialgleichungen des Problems in dem Sinne, dass durch ihre 
Integration die Gesammtheit aller Isothermflächen geliefert wird, können diese jedoch nicht be- 


zeichnet werden. Mit der Aufstellung solcher Gleichungen beschäftigt sich aber die folgende ; 
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auf die Integration zweier simultanen partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung zurückzuführen, von denen die eine der erwähnten 
Klasse angehört, während die andere ihr Analogon in der Theorie der 
Flächen constanten Krümmungsmaasses findet. 


I. 


Herr Darboux hat auf den Zusammenhang der Theorie der Flä- 
chen mit isometrischen Krümmungslinien- mit der Theorie der linearen 
partiellen Differentialgleichung 

o*h 
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hingewiesen, in welcher ® die gesuchte, von den reellen Variablen u. v 
abhängige Grösse, h eine gegebene reelle Function derselben Argu- 
mente bezeichnet. In der 'Theorie dieser partiellen Differentialgleichung, 
welche mit Herın Darboux durch 


1) 30) =h | 

bezeichnet werden soll, spielt eine von Herrn Moutard (»Sur la con- 
. b BT . 2% . 

struction des equations de la forme en — A(x, y) qui admettent une 


integrale generale explicite«, Journal de l’Ecole Polyt., cah. 45, p. 1—11 
(1870)) durchgeführte Transformation eine Rolle, welche aussagt, dass, 
wenn ein von Null verschiedenes Particularintegral » der Gleichung (1.) 
bekannt ist, also die Identität 


@) = u) | 

besteht, zu jedem von w verschiedenen Integral 8 der Gleichung (1.) ein 
Integral #' der Differentialgleichung 

() 30) = % 

sefunden werden kann, in welcher die Grösse h' durch die Gleichung 


@) =) 


gegeben ist, wenn die Grösse 3) nicht identisch verschwindet; und 


‚zwar ergiebt sich das Integral 6° durch Quadraturen . vermittelst der 
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Wenn die Grösse 2 identisch gleich Null ist, so ist die Mou- 


er 
w 


tard’sche Transformation nicht anwendbar. 


Dies vorausgeschickt, wird der erwähnte Zusammenhang der Iso- 


thermflächen mit der Theorie der Differentialgleichung (1.) durch einen 


Satz gegeben, dessen wesentlicher Kern schon in den Cayley’schen 


Untersuchungen zu finden ist, und welcher folgendermaassen ausge- 
sprochen werden kann: | 


I. Sind &, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
einer krummen Fläche, deren Linienelement sich unter Zugrunde- 
legung der Parameter a, v der Krümmungslinien in die Form 

ee 
Vi (du? +dv?) = — vdu +dv 
setzen lässt, so existirt eine reelle Function % der beiden Verän- 
derlichen , v von der Art, dass jede der Grössen 
ws =us, , =uwy, 9, = uw, o= wa +y°+2) 
der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


30) = h 
genügt. 


II. Ist A eine reelle Function zweier reellen Veränderlichen 
u, v von der Beschaffenheit, dass sich fünf Particularlösungen 9, 
9, 9,, w, w der partiellen Differentialgleichung 

80) = h 
angeben lassen, zwischen denen die Relation 
"+4 = 


besteht, so sind die Grössen 


die cartesischen Coordinaten eines Punktes einer krummen 
Fläche mit isometrischen Krümmungslinien (x, v), deren Linien- 


element auf die Form 


— Vau? + dv? 


gebracht werden kann; — und die Grössen 
en 
wo’ FREE 10) 


die cartesischen Coordinaten eines Punktes einer krummen 
Fläche mit isometrischen Krümmunsgslinien (, v), deren Linien- 
element auf die Form 


l (a: 
En Vdu’+ dv 


gebracht werden kann. 
Der Beweis dieses 'Theoremes, das die Grundlage der weiteren 
Untersuchungen bilden soll, kann folgendermaassen geführt werden. 
Lame (Lecons sur les cordonnees curvilignes, p. 89, (1859)) hat 
diejenige partielle Differentialgleichung aufgestellt, welcher jede der 
drei cartesischen Coordinaten eines Punktes einer krummen Oberfläche, 
betrachtet als Functionen der Parameter vu, v der Krümmungslinien ge- 
nügen müssen, wenn das Linienelement der Fläche unter Zugrunde- 
legung dieser Parameter bekannt ist. 
Ist im Besondern die Fläche eine isotherme, deren Linienelement 
das Quadrat 
ds’ — A(du’-+dv) 
besitzt, wo A eine nicht negative von u, v abhängige Grösse bezeichnet, 
so wird 
4 1 OlogA öy_ 1 OlogA dx 
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die in Rede stehende, für y=#,y,z geltende Differentialgleichung, 
von der besondern Eigenschaft, dass ihre beiden, bei einer Laplace'- 
schen Transformation auftretenden Invarianten einen und denselben Wert 


Olog VA Olog YA _ o’log Ya 
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besitzen. Nach einem bekannten die Theorie der Laplace’schen Diffe- 
rentialgleichungen betreffenden Theorem ist es alsdann stets möglich, 
die Gleichung (4.) in eine andere von der Form 


zu transformiren, wenn, wie oben, unter %(B) das Zeichen en ver- 
standen wird; werden in der That zwei Grössen w und 9 durch die 
Gleichungen | | “; 

1 
H: Be w= mE 
(6.) i == VA 


(7.) | HN 
definirt, in denen unter /r der positive Wert der Quadratwurzel ver- 
standen ist, so wird vermöge der Gleichung (5.) die Function w eine 
Particularlösung der Gleichung (1.), und die Gleichung (4.) geht in die 
angegebene Form über. as 

Die Thatsache, dass, wenn &,y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes einer Isothermfläche sind, stets eine Function k von der 
Beschaffenheit existirt, dass jede der Grössen 


u= TEL = uw 9, = yw 9, = zw 
ou 

der partiellen Differentialgleichung (1.) genügt, reicht jedoch zu einer 
völligen Charakterisirung einer Fläche mit isometrischen Krümmungs- 
linien noch nicht aus. Es gilt nämlich die Lame'sche Gleichung (4.) 
auch dann, wenn das Curvensystem (w, v) ein conjugirtes, im Allge- 
meinen nicht orthogonales, von einer besondern Eigenschaft ist, die hier 
nicht näher betrachtet werden soll. Es ist jedoeh leicht, nachzuweisen, 
dass die Bedingung der Orthogonalität des Systems (u, v) die seiner Iso- 
metrie nach sich zieht, woraus dann folgt, dass diese Bedingung im Ver- 
ein mit den eben aufgestellten zur eindeutigen Definition einer Isotherm- 
fläche hinreicht. 


Die Aufstellung dieser Bedingung geschieht einfach, indem aus den 


Werten 
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Ö% 1 oh oWw 
On „.(W 0) 


die Gauss’schen Fundamentalgrössen erster Ordnung 


Ei öy ge Dr öy 4 Pay “ | 


berechnet werden. Es wird 


BR oh” ologw 984 log w\”.,. 
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wo das Zeichen 23 stets auf z, y 2 oder 6,,®,,8, zu erstrecken ist und 
die Invariante % den Wert 


(2) "= $(u) 


besitzt. Diese complicirten Formeln gehen unter Einführung der Grösse 


(8.) fe — w2iy” —= —. N? 
in die folgenden über: 
1 09\ ow dw 
2 8 )- ou ai 
BER j 
Zw louov |, 


FEN &) ow Sk 


F= 


er, Ov) ww 


Aus den Werten von E und @ können unter Berücksichtigung der 
Gleichung 
00 oh wo 
Be — 4 
Zaun ion Ov 


— hww 


leicht die Formeln 


owE _ &w ( Mi Oo ) 
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abgeleitet werden. Ist nun das Curvensystem (u, v) ein orthogonales, also 
F gleich Null, d.h. besteht die Gleichung | 


(9.) ve) =h, 


so ist gleichzeitig die Grösse w’E allein von u, w@G allein von v abhän- 


gig, also 
0° en 
ea 
ou 


die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass das Orthogonal- 
system (u, v) isometrisch ist, d. h. es lassen sich zwei Functionen «' von 
u, v’ von v bestimmen, dass das Linienelement der betrachteten Fläche 
in die Form 
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gesetzt werden kann; hierdurch ist die oben aufgestellte Behauptung be- 
wiesen. Demnach tritt die Gleichung (9.), in welcher ® durch den in 
der Formel (8.) angegebenen Betrag zu ersetzen ist, und nur diese zu den 
vorherigen Bedingungen, denen die Flächen mit isometrischen Krüm- 
mungslinien unterworfen sind, hinzu, um diese vollständig zu charakte- 
risiren. 

Wird — was ohne Einschränkung der Allgemeinheit geschehen kann 
— angenommen, dass schon die Variablen u,» die für die Variablen «', v' 
charakteristische Eigenschaft besitzen, und beachtet man, dass die ganze 
Untersuchung in Bezug auf die Grössen w und w symmetrisch ist, so ist 
nunmehr das ausgesprochene 'Theorem in seiner ganzen Ausdehnung be- 
wiesen. | 

Daraus folgt, dass, wenn die Invariante % die Eigenschaft hat, dass 
die durch die Grössen 


v) d, 
(7.) TEN Y ww 


gebildete Isothermfläche (J) existirt, dies auch gilt für die durch die 
Grössen 
1 Er d, ulore B, 

a Fi, ER FE, = a 
gebildete Fläche (9), unter ® die durch die Gleichung (8) definirte Grösse 
verstanden. Wenn sie existiren, so sollen die beiden Isothermflächen 
(N) und (3) als »zur Invariante A gehörig« bezeichnet werden. 
Zwischen den cartesischen Coordinaten zweier entsprechenden Punkte 
der beiden Flächen finden.die Relationen SRH Ser 


SEI 


Liy:z 


Eimak) 
atpti=l 


statt, aus denen man leicht die Folgerung zieht, dass die Flächen (J) 
und ($) aus einander durch Anwendung einer Transformation mittels re- 
ciproker Radien entstehen, deren Pol der Nullpunkt des Coordinaten- 
systems ist. Jeder andre Punkt des Raumes kann aber aus dem Grunde 
ebenfalls zum Inversionscentrum gewählt werden, weil die Gleichung (4.) 
auch dann erfüllt ist, wenn an Stelle von #,y,z die Grössen &-+0, y-+Bß, 
2+y gesetzt werden, wo «,ß,» willkürliche Constanten bedeuten. Der 
Zusammenhang der beiden Flächen ist also kein andrer als derjenige, 
auf den schon Herr Darboux (Surfaces, t. II, p. 247) aufmerksam ge- 
macht hat. 

Von den beiden Flächen (J) und (3) verschieden sind auch im All- 
gemeinen diejenigen beiden Flächen (J') und (3), von denen Herr Chri- 
stoffel („Ueber einige allgemeine Eigenschaften der Minimumsflächen«, 
Crelle’s Journ. 52, p. 218 (1867)) bewiesen hat, dass die conforme Abbil- 
dung der Flächen (J) und (J'), (3) und (3) aufeinander durch parallele 
Normalen vermittelt wird. Sind «',y',z' die cartesischen Coordinaten 
eines Punktes der Fläche (J’), so ist, wie Herr Darboux (Surfaces, 
t. II, p. 241) zeigt, die Bestimmung dieser Grössen durch eine Quadratur 
möglich, wenn die Grössen @,y,2 und w bekannt sind. Es ist nämlich 


ow oh ow 
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während dem Quadrat des Linienelements dieser Fläche die Form 


ds” = w? (du? + dv?) = (du +.de?) 


gegeben werden kann. Für die Fläche (9) gelten die entsprechenden, 
durch Vertauschung der Grössen wund w aus den vorstehenden entstan- 
denen Formeln. 


! 


Daraus folgt, dass die Coordinaten «',y',z’ einer partiellen Differen- 


2 


Feige 


tialgleichung genügen, welche sich aus der Gleichung (4.) durch Ver- 


tauschung von A mit n, d.h. von:w mit = ergiebt. Setzt man demnach 
(7".) BR: Vf 


. Ä u a s i 
ıry — 2,y,z, so genügt die Grösse 6’ einer Gleichung 


a") bs 
deren Invarlante den Wert 
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besitzt: Die Flächen (J') und ($') gehören demnach zur Invariante A. 


Der Uebergang von der Gleichung (1.) zur Gleichung (1'.) geschieht 
also, wie aus den Formeln (7'.) im Vergleich mit den oben angegebenen 


(3.) erhellt, durch eine Moutard’sche Transformation, wenn die Grösse 
3(,) nicht identisch verschwindet. 


Daraus folgt, dass, wenn die Invariante A zur Construction von Iso- 
thermflächen geeignet ist, in dem Sinne, dass fünf Particularlösungen 
9.9,0, w, w der partiellen Differentialgleichung 


a.) 30) = 
existiren, zwischen denen die Relation 
&.) 144% = 


stattfindet, dieser Vorzug auch der Invariante A zukommt, welche aus 
der ersten durch eine Moutard’sche Transformation abgeleitet wird. 
Kennt man die Gesammtheit aller zur Invariante A gehörigen Flächen 
(N), (3), so kennt man von der Gesammtheit derjenigen Flächen, welche 
zu einer durch eine Moutard’sche Transformation aus der Invariante % 
abgeleiteten Invariante A’ gehören, alle diejenigen Flächen (J’), (3), deren 
Linienelemente die Werte 


(10.) ds’ = w du? + de, 
(10'.) de' = wo Ve + 


besitzen, wenn unter 


Se re 


ds du’ +dv?, 


ee 
d= % Vau: + dv 


die entsprechenden Grössen der entsprechenden Flächen (J) oder ($) ver- 
standen werden. Dabei ist jedoch nicht ausgeschlossen, dass zur Invariante 
h' auch solche Isothermflächen gehören, deren Linienelement nicht einen 
der Werte (10.) oder (10'.) besitzt, für welche also nicht die cartesischen 
Coordinaten eines ihrer Punkte durch die Formeln (7'.) oder diejenigen; 
dargestellt werden können, welche aus diesen durch Veran ehunE der 
Grössen w und w hervorgehen. 


Nach dem Vorstehenden erscheint es als ein für die Theorie der 
Isothermflächen fundamentales Problem, zu entscheiden, ob zu einer will- 
kürlich gegebenen Function A(u,v) Isothermflächen gehören oder nicht, 
d.h. die Bedingungen anzugeben, denen eine Grösse h unterworfen sein. 


muss, damit die Voraussetzungen des 'Theorems II) erfüllt sind. 


Es sei jedoch zuvor auf eine eigentümliche geometrische Deutung 
der im genannten '[heorem auftretenden Grösse 


(8.) "+54 = ww 
hingewiesen. 


Nach einem bekannten Satze aus der Theorie der unendlich kleinen 
Verbiegungen einer Fläche ist es stets möglich, zu einer gegebenen 
Fläche (S’) durch Quadraturen eine andere Fläche (S*) zu ermitteln, 
welche der ersteren durch Orthogonalität entsprechender Linienelemente 
zugeordnet ist; dabei ist vorausgesetzt, dass auf der Fläche ($’) ein Sy- 
stem von Curven x = const., d = const. bekannt ist von der Art, dass 
die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Fläche einer 
Gleichung (4.) mit gleichen Invarianten genügen. Die Curven u = const., 
v — const. bilden dann jauf der Fläche (S*) das System der Asymptoten- 
curven (ef. Darboux, Surfaces, t. IV, p. 51, n® 884). ‘Unter dieser letz- 
teren Voraussetzung können nach den Formeln des Herrn Lelieuvre 
(ef. Darboux, Surfaces, t. IV, p. 24 [B]) die cartesischen Coordinaten 

ines Punktes der Fläche (S®), in der Form 


SAT SER 


6, 06, ö0, 

E (n- ; u) ( 29 5 )ao| 

ee 0, 
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ef lfe Abe nel (pt 

= Ge) du \ 
dargestellt werden, unter 9,,9,,6, Integrale der partiellen Differential- 
gleichung 
(1) = h 


verstanden. Ist X* das Gauss’sche Krümmungsmaass dieser Fläche, so 
gilt die Gleichung (Darboux, Surfaces, t. IV, p. 30, (27)) 


(12.) Pr NR 


Die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Fläche ($’) sind ge- 


geben durch die Gleichungen 
(ef. OB% dw el) ow ) 
— Seen = - 
& Se En 7 du (m ae , “)“ 
„pl ee: Bo a 0, 
(13.) N) B = , a du — |w = h, Sr) ) do 
ow 06, 


in denen w ebenfalls eine Particularlösung der Gleichung (1.) bezeichnet. 
Daraus folgt aber, dass die Grössen @', y',z' der Gleichung 


u  Hlogw ö' Ologw Au _ 0 
u 9 m u m 


genügen, welche gleiche Invarianten besitzt. Ein Vergleich der Formeln 
(7'.) mit (13.) zeigt, dass die Isothermfläche (J’), also auch ihre inverse 
Fläche (8) den eben angegebenen Bedingungen genügt; daraus folgt nach 
der Gleichung (12.), dass 
die Grösse ww gleich der Quadratwurzel aus dem negativ genom- 
menen Krümmungsmaass derjenigen Fläche ist, welche der Fläche 
(J') durch Orthogonalität der Linienelemente zugeordnet ist, 
und für welche die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen ihrer 


Punkte durch die Gleichungen (11.) gefunden werden können. 


U EN 


11. 


Um nunmehr zu den Bedingungen zu gelangen, welchen eine In- 
variante h unterworfen sein muss, damit zu ihr Flächen mit isometrischen 
Krümmungslinien gehören, sollen diejenigen Relationen untersucht wer- 
den, welche unter dem Namen der flächentheoretischen Fundamental- 
gleichungen bekannt sind. Es sind dies die drei Gleichungen, welche 
zwischen den sechs Coefficienten a,, b, (,k=1,2) der beiden quadrati- 
schen Differentialformen 

ds? = a,du’+ 2a ,dudv + a,,dv, 

rds® — b,, du? + 2b, du dv + b,, dv? 
bestehen, in denen r die Krümmung des durch die Richtung des Bogen- 
differentials ds gehenden Normalschnitts bezeichnet. Durch sechs Func- 
tionen, zwischen denen die drei Fundamentalgleichungen bestehen, ist 
die Gestalt der krummen Fläche eindeutig bestimmt. 

Sind .u,®v die isometrischen Parameter der Krümmungslinien einer 
Isothermfläche, so gelten für die Fundamentalgrössen a,,b, ,k=1,2) die 


Relationen 


und die Fundamentalgleichungen lauten 
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6,0. = —ZAlogA, 


wenn für eine beliebige Function f(w,v) unter dem Zeichen Af die Grösse 


2 2 “ [3 . . 
= .. verstanden wird. Durch die Gleichungen 
r, = Zu —— bw, 
b,, 
Bm e = be 


werden die Hauptkrümmungen r,,r, der Fläche definirt, und die Funda- 


mentalgleichungen können in die Form 
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on Fo nupentnuntdie) gi win I; ig ei Yunnkall nn 
; y BEFREIT RE } ifr | 
ee diesen eich die Gestalt 
FESEISTEIRS IE ETETI NR 
oln. kr or, —r oloew 
(14'.) urhe: a Al ı u = — 2(r,—r,) 2 8m 
05, OO 2 0s 
(18") Antn) +r) dee 7) er 2(r „„glog® 
er FEB erraTT ndej ai suuisnnzallog; it ion | 
k Su :„ &logw‘ v3 
FM 4 2 BERE 


men werden kann, unterscheiden. BT IERR? 


Für die folgenden Untersuchungen erweist ı es sich ‚nützlich, an 
- i STIER 3 are 


Stelle der Hauptkrümmungen rs die Grössen & 
(17.) R, = z 


Ben, 
w 


[07 


in die Bundamentabeläkir a einzueiuhren, = Das System derselben 


wird dann R 
| OR. N, da 
(b.) | en rn Wa i 


(e.) R,R, = = Alog w. 


Es ist leicht, durch Elimination der Grössen R, und R, eine Gle 
chung herzustellen, der die Grösse w allein genügt, und die demna 
als eine Differentialgleichung ‚betrachtet. werden. kann, ‚von ‚deren 


a EN 


linien abhängt. Werden in der That die beiden ersten Gleichungen 
mit 2R, bezw. 2R, multiplieirt, und der Wert von R,R, aus der dritten 
substituirt, so wird 


a Oo’ 
Er + 2Alo EIEM, ), 
60V 
oR; " ologw 
a + 2Alogw —,— == 0; 


die Integration kann ausgeführt werden, und durch Einsetzung der er- 
haltenen Werte von R, R, in die dritte der Fundamentalgleichungen 
wird 


| falgw EI Ov-+o N [Aloe GE" u +400)| —= (4A log w)? 


als die gesuchte Relation erhalten; die Integrale sind dabei partiell in 
Bezug auf die Variable u, v auszuführen, und für p (x), dw) willkürliche 
Functionen ihrer Argumente zu setzen. Diese Gleichung ist nicht we- 
sentlich verschieden von derjenigen, welche Herr Stahl Stahl und 
Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flächentheorie«, Leip- 
zig 1893; p. 41) aufgestellt hat; sie dürfte schon wegen der darin auf- 
tretenden Integrale wohl kaum geeignet sein, die Grundlage einer 
Theorie der Isothermflächen zu..bilden. 

Die im Vorhergehenden auftretende Invariante A soll auch in den 
folgenden Untersuchungen eine Hauptrolle spielen; sie kann vermöge 
der Beziehung 
(2.) h= %(w) 
in die Rechnung eingeführt werden. Aus den Gleichungen (a.) und (b.) 
ergiebt sich nämlich durch Differentiation nach u bez. v 
„OR OR, 0w , OR, &w 

ou Ov ov ou ou © 


„ER: OR, in OR, Ow 
e uov 0v.ou ou 


(18.) 


+R,uh = 0, 


(19.) +Ruh= 0; 


daraus folgt durch Subtraction, dass die Grösse 
Be N | ES: 

der Gleichung 

(A.) SR =h 


ea 


genügt; durch Addition, und wenn die Ausgangsgleichungen 'berück- 
sichtigt werden, dass die Grösse | | 


(20'.) R+R, = KR 
der Gleichung 
(A) um)—-W 


genügt. Durch die Gleichungen (A.) und (A'.) wird der Zusammenhang 
der Theorie der Isothermflächen mit der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen mit gleichen Invarianten auch für die Fundamental- 
gleichungen aufrecht erhalten. 1iW8 

Mit Hülfe der Gleichungen (a.) und (b.) kann auch‘ bewiesen 
werden, dass R' dasjenige Integral der Gleichung (A'.) ist, welches der 
Lösung R der Gleichung (A.) vermöge einer Moutard’schen Trans- 


formation entspricht, die Invariante 
sl) 
2.) "= 8, 


als nicht identisch verschwindend vorausgesetzt. In der 'That ergiebt 
sich aus den Gleichungen (a.) und (b.) 


RU _ OR I 
ou OR ou ’ 

nlo_ „OR _ _ RW 
62) PEEzE ÖV 


als dasjenige Gleichungspaar, welches die Transformation bewirkt. Es 
genügt demnach, allein die Gleichung (A.) den Untersuchungen zu 
Grunde zu legen. 

Diese haben die Aufstellung einer zweiten Gleichung zum Ziel, 
welche nur die Grössen R und 5 enthält; gelingt dies, und gelingt es 
ferner aus den beiden erhaltenen Gleichungen die Grösse R zu elimi- 
niren, so ist diejenige Bedingung erhalten, welcher die Invariante A 
genügen muss, damit gemäss dem 'Theoreme II) die Gleichung 


(d.) S0)=h 


fünf Partieularintegrale 6,, 6, ,, w, w besitzt, zwischen denen die Re- 
lation 


(8.) "+40 — wu 


nn 3 


besteht, durch welche also, dem genannten 'Theorem zufolge, eine Iso- 
thermfläche constituirt wird. 

Es werde der folgende Hülfssatz vorausgeschickt: 

Ist d eine der Gleichung 


.) | 30)=h 


genügende Grösse, so ist 


(21.) 


0) olosh Aloe 
0Alog 0) = van 0Alog 6b (h-2 Be ) 


6) 


Setzt man nämlich zur Abkürzung 


R we) _ g#log6 
BRUNO Ne at Eur 

so wird 
G, gg [e8 -) 

ODE a o\ ou | 
und 
0°6 o’h olog6b OAlog + 

in tie 2.0) DI; 5a DREI 
Ge) dulv 0 ou ) 
ebenso ergiebt sich für A 
oe FRE & 0° log 9 
EN =) 5% 
die Gleichung 
026, 0° BE 9 log d 
12) ou iz z 0v ): 


Wird nun der Wert 
0,+9, = BAlosb 
in die durch Addition aus den Formeln (22.) und (23.) erhaltene Glei- 
chung eingesetzt, so ergiebt sich das angegebene Resultat. — 
Diese Hülfsformel (21.) wird zunächst angewandt auf die Grösse w, 
welche den Bedingungen des Hülfssatzes genügt. Danach wird 


6° OR, Ok, 
(24.) ua, ® Alogw) = wAh—whR,R, Aral u wear prer en 
wenn die Gauss’sche Relation (c.) und die aus den Formeln (a.) und 
(b.) leicht zu verificirende Gleichung 


9log R, ölogR, _ Alogw ölogw 


0v 0177 uw. 


berücksichtigt werden. Andrerseits ergiebt eine directe Berechnung der 
3 


N a 


Grösse er (wAlogw), welche vermöge der Fundamentalgleichung (c.) 
von der andern 2 (wR,R,) nicht verschieden ist, die folgenden Glei- 
chungen: | | | | SS: : 
&uRR, nn ®R, OR, OR, , 6R, OR, 
N R,R,+w( EN TE oe 
ow > oR,\ dw OR, OR, 
nn. De + (8: ee =) 
oder 
OwR,R 

35 Eistee Bi RER 2 
(23.) ir uh|RR— R,R,+R:) 


I ov u v ou vv u | Mm Ww 


(OR, OR, OR, OR, OR, OR OR, 2. 


wo die zweite (25) mit Hülfe der Relationen (18.) und (19.) gefunden 
wird. Aus der Gleichheit der rechten Seiten der Formeln (24.) und 
(25.) folgt nach einigen Umformungen die Relation 


(B.) u ER + = 20 

Dies ist die gesuchte zweite Gleichung, welche zwischen der Invariante 
h und der Lösung R der oftgenannten Gleichung 

(A.) SR) = 

besteht. 

Das Gleichungssystem (A.), (B) ersetzt das System der drei Funda- 
mentalgleichungen (a.), (b.), (c.) völlig. In der That kann nachgewiesen 
werden, dass sich, das Bestehen der Gleichungen (A.), (B.) vorausgesetzt, 
zu zwei beliebig vorgeschriebenen Grössen R und A stets ne Grössen 
w, R, R, bestimmen lassen, welche den Gleichungen (a.), (b.), (c.) gleich- 
zeitig genügen. Es sei nämlich w eine noch näher zu a 


Particularlösung der Gleichung 
(2.) Flw) = h;. 
alsdann definiren die Gleichungen 


oh, w 


(2) een > 
| OR, ow 
nn ar ae u - 


zwei Grössen R,, R,, welche jede als das allgemeine Integral einer par- 


ART 


tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung betrachtet werden kann, 
deren Üoefficienten von w abhängen, und die für die Function R, durch 
Elimination von R, und vice versa erhalten wird. Da nun, wie sich aus 
den Gleichungen (a.) und (b.) ergiebt, in jedem Falle die Differenz 
(R,—R,) ebenfalls der Gleichung (A.) genügt, so ist es stets möglich, 
durch passende Verfügung der zwei in R, und R, auftretenden willkür- 
lichen Functionen zu bewirken, dass die Differenz (R —R,) mit der ge- 
gebenen Grösse R übereinstimmt, also von der Wahl des Particular- 
integrals w unabhängig ist. Dann kann aber die Gleichung (B.) iden- 
tisch so umgeformt werden, dass 


ologw log w 


wAh--uwh. R, R, +20 —,, 5 PR, = -uh(R- RR, +R) 
ng Ei OR, , OR, OR, OR, OR, oR, OR 
ov ou vv u dd Hu ou 2) 
oder 
DEN ERMO TH,.R, 
wAh—wR,R,h = ar 
ol 
erhalten wird, wobei 4 wie früher die Grösse W555 bedeutet. Aus 


der Definition der Function w folgt aber nach der Hülfsformel (21.) die 


Identität 
wAlogw 


— ıh'Aloew = 
wAh — wh'Alog w ans, 


daher ergiebt sich die Differentialgleichung 
%(wAlegw—wR,R,) = h' 
für jedes Particularintegral » der Gleichung (A.); man kann demnach 
dieses passend so bestimmen, dass auch die Gleichung 
(e.) Alogw — R,R, 
erfüllt ist. 
Damit ist gezeigt, dass die Differentialgleichungen 


(A.) 8 (k) FE h, 
oR oR 
(B.) NORERT _- hR? — Ah = 0) 


als diejenigen Differentialgleichungen zu betrachten sind, von 
deren Integration die Lösung des Problems der isothermen Flä- 
chen abhängt. 


Pau, De + 


” 


Sie haben die Eigenschaft, dass jede von ihnen nur in Bezug auf 
die eine der Grössen R, A von der zweiten Ordnung ist. Sie sind aber 
ferner, wie im Folgenden nachgewiesen wird, so beschaffen, dass eine 
Elimination jeder der beiden Functionen A, R bewerkstelligt werder 2 
kann. R 


III. TER 

Um zunächst die Hauptfrage zu erledigen, wie die Tnvariante 7 3 

beschaffen sein muss, damit die Gleichung m 2 
q.) Fa 0 = 


fünf Particularintegrale 6, 9,6. w, w besitzt, zwischen denen die Re 
lation | 

(8.) 4+5+5% = vo 
stattfindet, ist es na che den Be (A.) und (B.) die 
Grösse R zu eliminiren. Nun besteht für jede der Gleichung (A.) ge- 
nügende Grösse R die Identität 


&®R: OR &R su 
EITED) ech ou ov ; en er 


bolme 


demnach kann die Differentialgleichung (B.), welche in Bezug auf die = 
Grösse R von der ersten Ordnung ist, durch eine der zweiten Ordnung ws 


BR 


N ee 


ersetzt werden, deren Integral durch Quadraturen gefunden werden Be 
kann; es ist 


R: = —2/[Anöuov-+U” +8”, | 
unter U, 3 willkürliche, allein von x bez. v abhängende F una 


verstanden, und die Integration über jede der beiden Variabeln u, x 
erstreckt. Um die Integralzeichen zu vermeiden, werde die Grösse h h 


= 


(BEE RE 2 ffhöuöv +U+8, a 2 B 


durch eine andere ( ersetzt vermöge der Gleichung 


wo unter dem Zeichen [[ wie oben das unbestimmte in Bezug au 
En 


R-4IE Dam 


und v» genommene Integral zu verstehen ist. Daraus folgt 


> : oh oh Bay 
x=-:( + fu) +u +, 
also wird 
(27.) R= YA. 


Dieser Wert von R wird, in die Gleichung (A.) eingesetzt, das gesuchte 
Resultat ergeben; man erhält die folgende Gleichung 


oO? AC 1. 0AL OAL OL 
Sa One ae cn de 
welche, wenn 
= logn 

gesetzt wird, sich leicht in die Form 

olog(nAlogr) 1 ologAlogn OlogAlogn 

* a et rn 

er ou dv 17 ou 1077 Tal 


bringen lässt. 

Die Bedingung, welcher die Grösse { oder, was auf dasselbe hin- 
auskommt, die Invariante A unterworfen ist, erscheint der schon von 
Herrn Weingarten bestimmten Schwierigkeit des Problems gemäss 
als eine partielle Differentialgleichung der vierten Ordnung, welche 
linear ist in Bezug auf die Ableitungen dieser Ordnung, und in der die 
ersten Ableitungen und die abhängige Veränderliche selbst nicht auf- 
treten, wenn die Grösse & als diese betrachtet wird. Um zum Aus- 
gangspunkt einer allgemeinen '[heorie genommen zu werden, erscheinen 
auch die Gleichungen (C.) oder (C.*) nicht als einfach genug; dagegen 
ist die erstere wohl geeignet, zu entscheiden, ob zu einer gegebenen 
Invariante % sich Flächen mit isometrischen Krümmungslinien angeben 
lassen oder nicht. Zur Beantwortung dieser Frage dient das folgende 
Theorem: 

11l.. Um zu entscheiden, ob eine gegebene Function Ah der 
beiden Veränderlichen u, v so beschaffen ist, dass die partielle 
Differentialgleichung 

(0) = h 
fünf Particularlösungen 9, 9,, 9,, w, w besitzt, welche durch die 
Gleichung 
++ = wo 


RD 


verbunden werden können, bestimme man aus der gegebenen In- 
variante A durch Quadraturen die Grösse 


= -2/fnouov +U+R, 


wo U, 3 willkürliche Functionen bezeichnen, von denen U von 
u, ® von v allein abhängt; lassen sich dann die beiden Func- 
tionen U, ® passend so bestimmen, dass die Gleichung 


sv) =h 

identisch erfüllt ist, so ist der vorgelegte Wert der Invariante A 
zur Construction von isothermen Flächen brauchbar; sonst nicht. 
Die angegebene Methode scheint insofern der Beachtung nicht un- 
wert zu sein, als durch sie im Besondern diejenigen zur Construction 
von Flächen mit isometrischen Krümmungslinien geeigneten Invarianten 
h ermittelt werden können, für welche das allgemeine Integral der 

Differentialgleichung 


(.) 80) = h 


nach den von Herrn Darboux erweiterten Laplace’schen Methoden 
in endlicher Form sich angeben lässt. 


IV. 


Für eine theoretische Behandlung ungleich wichtiger scheint die- 
jenige Gleichung zu sein, welche sich unter Elimination der Invariante A 
aus dem System (A.), (B.) ergiebt. Diese Elimination soll auf einem Wege 
ausgeführt werden, welcher zu Endgleichungen führt, die nachweisen, 
dass das Problem der Flächen mit isometrischen Krümmungslinien als 
eine unmittelbare Verallgemeinerung desjenigen der Flächen constanter 
mittlerer Krümmung oder constanten Krümmungsmaasses dargestellt wer- 
den kann. 

Der oben angegebene Hülfssatz (21.) lässt sich auf die Grösse R an- 
wenden, welche gemäss den Voraussetzungen dieses Satzes der Gleichung 


(A.) Sk) = h 
genügt. Daher wird 
®RAlogR 


= RAN RAlog R (h- So ei) 


TR 30 = Räh+RällosR-u*, 


ou 08V 


Da 


wo mit A* die Grösse 35) bezeichnet ist. Wird der aus dieser Glei- 


chung entnommene Wert von AA in die Gleichung (B.) eingeführt, so er- 
giebt sich, wenn zur Abkürzung RAlogR mit p bezeichnet wird, für p 
die Differentialgleichung 


O’p £ ; oROR _ 
I NT errzi 


(28.) 


aus welcher, wenn p, irgend eine Particularlösung bezeichnet, die Gleichung 


(29.) 8p-p) = 1* 

abgeleitet wird. Als eine solche Particularlösung kann der Wert —ıR 
gewählt werden, durch welchen die Gleichung (28.) identisch befriedigt 
wird. Demnach genügt die Grösse R der folgenden partiellen Differen- 
tialgleichung vierter Ordnung 


D.) Z(RAlogR+} 2) — 3(z): 


R 
Diese Gleichung, welche als eine Differentialgleichung des Problems 


wobei vorauszusetzen ist, dass * — 35) nicht identisch gleich Null ist. 


bezeichnet werden kann, lässt sich durch das System der beiden Glei- 


chungen 
DAT F 
(E.) (2) = (5) 
() AogR — 4-4 R' 


ersetzen, aus welcher sie durch Elimination der Function Ö$ entsteht. 

Das System der beiden Gleichungen (E.) und (F.), auf deren Inte- 
gration die Lösung des Problems der isothermen Flächen nunmehr zu- 
rückgeführt ist, erweist sich als die unmittelbarste Erweiterung derjeni- 
sen Gleichungen, welche in der 'Theorie der Flächen von constantem 
Krümmungsmaass und von constanter mittlerer Krümmung eine Rolle 
spielen. 

Es sei H die mittlere Krümmung der Fläche, also gleich der Grösse 
R'w, so genügt sie, wie nachgewiesen, der mit der Gleichung (A.) durch 


eine Moutard’sche Transformation verbundenen 


7 


welche von der im Vorhergehenden mit (A’.) bezeichneten nicht verschie- 
den ist. Mit der Gleichung (A.) ist aber noch eine andere durch die 
Moutard’sche Transformation verknüpft, welche dadurch gefunden wird, 
dass die Grösse $(R) als die Invariante der Gleichung (A.) betrachtet 
wird. Es besteht demnach auch die Gleichung 


© (= sit) 


Wenn nun die Grösse H einer Constanten, der Einheit, gleich ist, so 
ist die Gleichung (A*.) eine Identität. Man kann aber dann nachweisen, 
dass auch die Function 9 sich auf eine Constante (Eins) reducirt*). Dann 
ist auch die Gleichung (E.) eine Identität, während die andere (F.) durch 
eine Substitution 


Be 

wo % eine rein imaginäre Veränderliche bedeutet, in die bekannte Glei- 
chung 

(30.) A) = — sindcost 


übergeht, von deren Integration die Bestimmung aller Flächen constan- 
ter mittlerer Krümmung und constanten Krümmungsmaasses abhängt. 
Diese Thatsache erklärt sich leicht, wenn man erwägt, dass für die ge- 
nannte Flächenklasse die mit R bezeichnete Grösse, von einer multipli- 
cativen Constanten abgesehen, die gleich Eins angenommen werden kann, 
von der mit w bezeichneten nicht verschieden ist, wie bereits im An- 
schluss an die Gleichungen (14'.) und (15’.) bemerkt wurde; die Glei- 
chung (30.) ist dann nichts anderes als die Gauss’sche Relation. 

Genau dieselbe Rechnung, welche zu den fundamentalen Gleichun- 
gen (A.) und (B.) führte, erlaubt für die Grössen R’ und A die Aufstel- 
lung analoger Formeln. Doch soll auf diese und die der Function 9 
entsprechenden Grössen nicht näher eingegangen werden. 

Ebenso soll hier nicht entschieden werden, inwiefern Methoden, 


”) Diese Folgerung fliesst aus der Formel 
ek DS 1.77 () 1, OH 
DEN ni du \Rw Su) "m |\Rw m)’ 


welche durch directe Berechnung der Grösse AloegR-+-1iR? aus den Fundamentalgleichungen (2.), 
(b.), (e.) hergeleitet wird. 


es OR. 


‚welche denjenigen analog sind, die die Herren Bianchi, Darboux, 
Bäklund, Lie für die Behandlung einer Gleichung von der Form (30.) 
angegeben haben, auf das System (E.), (F.) Anwendung finden; im Be- 
sondern :muss .es einer genauern Untersuchung vorbehalten bleiben, über 
die Vermutung zu urteilen, inwieweit sich. bei passender Benutzung der 
Gleichung (E.) für die Differentialgleichung (F.) werden Transformationen 
angeben ‘lassen, wie sie unter dem Namen der complementären, Bäk- 
lund’schen, Lie’schen für das Problem der Flächen constanten Krüm- 
mungsmaasses bekannt sind. 


V. 

Es sei nun H eine gegebene ‚Function der Variabeln ,v, die nicht 
für alle Werte derselben einen constanten Wert besitzt. Unter der Vor- 
aussetzung; „dass“die Function, H geeignet ist, die mittlere Krümmung 
einer Isothermfläche darzustellen, gilt dann das folgende 'T'heorem, wel- 
ches die Bestimmung sämmtlicher Flächen mit isometrischen Krümmungs- 
linien und gegebener, nicht constanter mittlerer Krümmung als ein we- 
sentlich einfacheres Problem kennzeichnet, als die Ermittelung sämmt- 
licher Flächen constanter mittlerer Krümmung: 

IV) Die Bestimmung der cartesischen Coordinaten eines veränder- 
lichen Punktes einer Isothermfläche, deren mittlere Krümmung 7 
eine gegebene Function der Parameter der Krümmungslinien ist, 
und nicht in jedem Punkte der Fläche einen und denselben Wert 
besitzt, hängt ab von der Integration gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen, deren Ordnung nicht grösser als vier ist. 

Der Beweis dieses Satzes gründet sich hauptsächlich darauf, dass 
unter den angegebenen Voraussetzungen die Gleichung (A*.) besteht, 
welche in der Form | 


olog R REN RER GELIIERSTG. Di 
ou 0V ED u uw 


als eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung für die Grösse 

log R betrachtet werden kann; die Integration derselben, welche stets 

auf die gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zurückführ- 

bar ist, liefert diese Grösse bis auf eine willkürliche Function eines 
4 


eo SER 


bekannten Argumentes. Nach Einsetzung des Wertes der Grösse R in 
die Gleichung (D.) ist dann diese lediglich als eine gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung vierter Ordnung zur Bestimmung der erwähnten will- 
kürlichen Function aufzufassen, nach deren Lösung die Function bis auf 
vier Constanten völlig bestimmt ist. | 

Nunmehr hängt aber die Ermittelung der im Linienelement der 
Fläche auftretenden Grösse w nur von der Ausführung einer Quadratur 
ab; man kann nämlich unter Benutzung der durch die Gleichungen (16.) 
definirten complexen Variablen so, o, die Fundamentalgleichungen (14'.) und 
(15'.) leicht in die Form 
ow oh..,.0H 
a 


ı 


ow oR 0604 
Se er man 


(31.) R — 0, 


setzen, woraus das Integral w in jedem Falle durch Quadraturen bestimmt 
werden kann. 
Nach Ermittelung der Grössen R, w, R’, von denen die letztere durch 


die Gleichung 


re 
w 


gegeben ist, ist es auch nicht nötig, die Bestimmung der Coordinaten 
&,y,3 an die Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung 


(1.) S)=h 
zu knüpfen, wenn man erwägt, dass diese Grössen nicht nur der Lame&’- 
schen Differentialgleichung (4.), sondern auch zwei anderen linearen, wenn 
auch nicht homogenen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
genügen müssen. In diesen Gleichungen treten noch diejenigen Grössen 
X, Y, Z auf, welche die Cosinus der Winkel darstellen, welche die nach 
dem Aeussern der Fläche gerichtete Normale im Punkte (&,y,2) mit den 
drei Coordinatenaxen bildet. Wenn | 


gesetzt wird, so bestehen für y=,9,2;X=3,H,Z2 die folgenden 
Gleichungen: kausıH Hi ET | a 


_— 217 — 


Di R x _2logw öx , Ologw x 
EI RBTT Th ou ou dv. ‚dv ’ 
Or Ye ie Ologw dx _Alogw ou 
Sud bv ou ou ww’ 
Ol gs ologw dy _Alogw öy 
ce on 


von denen die zweite von der Gleichung (4.) nicht verschieden ist. W.er- 
den nun die schon wiederholt benutzten complexen Veränderlichen o, o, 
eingeführt, so gehen diese Gleichungen in drei andere über, aus denen 
leicht die folgenden abgeleitet werden können: 


iD Alogw 077 
(@.) dat 4 uR Ze ale oe 
o°y i 
; — KEDN — * 
(ß.) 05 ds, 4 J 
Reli & ologw 6y 
(y.) de = 4 R x EN 2 da, ös, . 


Diese Gleichungen gestatten nicht nur eine bequeme Elimination der 
Grösse X, sondern, was wesentlich ist, die dadurch entstehenden Glei- 
chungen sind auf gewöhnliche Differentialgleichungen zurückführbar. 


Setzt man nämlich 


0, 
(33.) le =e, 
O4 
(34.) log ds, er) 0, ; 
so Ist 


R oo 0e _ „Alogw 
(85.) Ta ed 


(86.) a A 


das Resultat der Elimination aus den Gleichungen ($.) und (p.). Die er- 
haltenen Formeln (35.) und (36.) sind aber partielle Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung für die Grössen g,0,; die Integration derselben, welche 
stets auf die gewöhnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zurück- 


führbar ist, liefert sie bis auf je eine willkürliche Function. Endlich 
4* 


ist die Grösse x ‚zufolge der au (33.) und (34.) durch die Qua- 


dratur 
(37.) en [ je da tet da,! 
zu ermitteln, wobei die erwähnten willkürlichen Functionen der Integra- 
bilitätsbedingung 

e® 1) nes 91 00, 
ee da ur? 
gemäss einzuschränken sind. Diese Bedingung ist mit der folgenden 
identisch: 

1. e? B ee % 9, 99, ) el 

(39.) R)- | Re 0, 


wie leicht daraus folgt, dass die Grössen g, e, conjugirt complex, ebenso 


r s = conjugirt complex, also auch die rechte Seite der Gleichung (38.) 


der linken conjugirt ist. 
Damit ist das angegebene Theorem in seiner Vollständigkeit erledigt 


und zugleich der Weg angegeben, auf welchem die Aufgabe, alle Flächen 


mit isometrischen Krümmungslinien zu bestimmen, deren mittlere Krüm- 
mung H gegeben ist, zu lösen ist, unter der Voraussetzung, dass die 
Grösse H nicht constant ist. 

Wenn die Grösse H constant, der Einheit gleich ist, so bleibt die 
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung (30.) die zu integrirende. 
Nachdem die Grösse d, d. h. die Grösse R—= w aus dieser Gleichung .er- 
mittelt ist, kann die Bestimmung der cartesischen Coordinaten wie vor- 
her mit Hilfe der Gleichungen (35.) und (36.) erfolgen, welche im vor- 
liegenden Falle die Gestalt 


6] ) do ologw 
PN 2 En 
(40.) | w 2, = 2 A 

1677) do ologw 
Ge Kerr ar z Os 
besitzen. i 


Nach einem bekannten, die Flächen constanter mittlerer Krümmung 
betreffenden Satze lässt sich jedes Individuum dieser Klasse continuirlich 
so biegen, dass die mittlere Krümmung denselben Wert behält. Bei 
dieser Biegung gehen die Krümmungslinien in andere (isometrische) Our- 
ven über, welche gegen die Krümmungslinien der gebogenen Fläche unter 


I 1710, RE 


einem constanten Winkel ® geneigt sind, dessen Wert mit der Stärke der 
Biegung variirt. — Bonnet (»Me&moire sur la theorie des surfaces ap- 
plicables sur une surface donnee«, Journal de l’Ecole Polyt., cah. 42, 
p- 77 (1867)). 

Das Problem, alle Flächen constanter mittlerer Krümmung 1 zu fin- 
den, welche sich in eine gegebene Fläche constanter mittlerer Krümmung 
1 continuirlich verbiegen lassen, ist von Herrn Darboux (Surfaces, t. III, 
p- 378; t. I, p. 56) auf die Integration eines Systems zweier Riccati’- 
schen Differentialgleichungen zurückgeführt worden. Nach der oben ge- 
machten Bemerkung über die Bestimmung der cartesischen Coordinaten 
nach Ermittelung der im Linienelement auftretenden Grösse w kann die 
Lösung des Problems von der Integration einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung abhängig gemacht werden. Wenngleich diese 
letztere Lösung ebenfalls die Integration einer gewöhnlichen Differential- 
gleichung erster Ordnung erheischt, so ist doch zu bemerken, dass diese 
im Allgemeinen nicht von der complicirten Form der Riccati’schen 
Gleichung zu sein braucht. 

Es seien #,y,2, die cartesischen Coordinaten eines Punktes P, auf 
einer gegebenen Fläche constanter mittlerer Krümmung, deren Krüm- 
mungslinien # = const., v = const. nach einem bekannten, für alle Iso- 
thermflächen geltenden Satze des Herrn Weingarten (Ueber die Dif- 
ferentialgleichung derjenigen Oberflächen, welche durch ihre Krümmungs- 
linien in unendlich kleine Quadrate getheilt werden können«, Sitzungsber. 
d. Kgl. Preuss. Akademie d. Wissensch. zu Berlin, XLIII, p. 1166, (1883)) 
stets durch Quadraturen ermittelt werden können. Das Linienelement 


der Fläche habe unter Zugrundelegung der Parameter u, v den Wert 


(42.) da e Vdu? + dv: = 4 \du’+ dv, 


1 a < N IR , 
wi— eine bekannte Function des Ortes auf der Fläche ist. Dann 


seien @,y, 2 die cartesischen Coordinaten des dem Punkte P, entsprechen- 
den Punktes P einer zweiten Fläche derselben constanten mittleren Krüm- 
mung, welche eine Biegungsfläche der gegebenen ist, also das Linien- 
element (42.) besitzt. Die Krümmungslinien w' = const., v — const. die- 


ser Fläche sind nach dem angeführten Satze durch die Gleichungen 


w = ueosd—vsin®, v' = usin®-+vcosd 


gegeben, d. h. wenn 


‘= u+w, a 
gesetzt wird, durch die Gleichungen 
r ol) n —:9 
o=es, ee. IE [of 


wo 9 eine von u,» nicht abhängende Grösse bezeichnet. Demnach geht 
diejenige Gleichung, welcher die Grösse 


6) Ö 3 
A; log 7 — log Se 0, 
für y=@,y,z2, genügen muss, und die aus der Gleichung (40.) durch 
Vertauschung von 0,0, mit o', ° erhalten wird, in die Form 


2id 00 5° 


über; dies ist die gesuchte partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung, aus welcher die Grösse og bis auf eine willkürliche Function er- 
mittelt werden kann. Sie lässt sich in Form einer Integrabilitätsbe- 
dingung 


Dale OH 
er ee 


schreiben, aus welcher die Existenz einer Function der beiden Va- 
riabeln o, o, gefolgert werden kann, die den Gleichungen 


os 00 


1 


(44) am aan 
genügt; aus ihnen ergiebt sich unter Elimination der Grösse oe die 
Differentialgleichung 


3 P ...,2i6 dp 
(45.) A == do,’ 


deren Integration von der Lösung der gewöhnlichen Differentialglei- 
chung erster Ordnung 


(46.) (we) .ds+do, — 0 
bekanntlich in der Weise abhängt, dass, wenn b(o, o,) — const. das all- 
gemeine Integral der Differentialgleichung (46.) bezeichnet 

EN) 
das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (45.) ist, wo 
unter F eine willkürliche Function ihres Argumentes verstanden wird. 


en REN 


Die Function og ergiebt sich danach vermöge der ersten der Gleichungen 
(44.) durch die Formel 


o= 20 log F'(4) log; 
(of, 
sie ist, nachdem die Function F der Bedingung (39.) 


1 BL 
we acht ==.) 


D ös, 


gemäss bestimmt ist, nunmehr als. Function von o, o, betrachtet, voll- 
ständig bekannt. Als Function des Biegungsparameters # ist sie jedoch 
dann noch so zu bestimmen, dass die Identität 


OÖ, 
DA, [08 eehaL 


für y, = %,y, 2, besteht. Die analogen Festsetzungen gelten für die 
zu der Grösse g conjugirte o.. 
Die Grösse y ist danach vermöge der Gleichung (37.) durch die 
Quadratur 
ee 
gegeben. 


VI. 


Zur Erläuterung der vorhergehenden allgemeinen Untersuchungen 
soll beispielsweise die Aufgabe gelöst werden: Zu entscheiden, ob die 
Invariante 

N 
zur Construction von Isothermflächen geeignet ist; alle zur Invariante 
h = 0 gehörigen isothermen Flächen anzugeben. 

Die Invariante A= 0 ist in der That geeignet zur Construction 

isothermer Flächen. Es wird nämlich unter Einsetzung des Wertes (26.) 


= ULB 
aus der Gleichung (C.) die, folgende 
urg” — 0, 
nach welcher entweder W” oder ®” eine Constante ist. Aus der Glei- 


chung (B.) ergiebt sich dann, dass die Grösse R entweder eine von % 
allein oder von v allein abhängige Function ist. 


Ba Ey 
Nachdem dies festgesetzt ist, wird aus der Gleichung 


0°6 


(.) ou “ 


das allgemeine Integral 
= Fu)+Gl).. 
gewonnen; und nach den Vorschriften des 'Theorems (I, II) sind die 
fünf Integrale | 
= Ur+-P, or e(u)+ Lv), an I (e = 2, 3) 
in denen U, 9, U, nur von vu; V, 4, V, nur von v abhängige F unctionen 
bezeichnen, in der Art zu ermitteln, dass die Gleichung Br: 


) (UHN)E@+H) = ZU Pe) 


besteht; die Möglichkeit einer solchen Bestimmung ist nach dem Vor- 
stehenden bewiesen. Man kann jedoch von vornherein über die Natur 
der betrachteten Flächen Aufschluss erlangen, wenn man mittels der 
Gleichungen (14.) und (15.) die Hauptkrümmungen bestimmt. Es er- 
giebt sich z. B. für die ‚Grösse !die Differentiälgleichung 

(ee y' ör, 


a 


ON) 


ı 
und man erhält die Werte 


‚= uVv+[vau-[8aV, 
r, — U8-[uau+[vas, 


Y 


wo U, 3 willkürliche Integrationsfunctionen bezeichnen. Da nun aber 
die Grösse 


allein von u oder allein v abhängen muss, so ergiebt sich, dass ent- 
weder U — const. oder ®B — const. ist; wird speciell das Letztere ange- 
nommen, so ist “ 

r, = UV +[UVau- eV, 

vy = cU+fuaT, 
die Grösse r, also von v nicht abhängig. Durch, diese. Eigenschaft 
werden die betrachteten Flächen als den Monge’schen Canalflächen 
zugehörig charakterisirt, welche dadurch entstehen, dass -eine ‚Kugel 


ee 


mit veränderlichem Radius sich auf einer im allgemeinen nicht ebenen 

Curve bewegt; sie enthalten die Rotationsflächen als speciellen Fall. 
Betrachtet man in der 'That das Linearelement der in Rede ste- 

henden Flächen, dessen Quadrat die Grösse 

| co due + dor 


ar (U+PF 


ist, so erkennt man, dass dasselbe nach einem bekannten Theoreme aus 
der Theorie der geodätischen Linien (cf. Knoblauch, Einleitung in 
die allgemeine Theorie der krummen Flächen, p. 255, (6.), (1888); Dar- 
boux, Surfaces, t. III, p. 155, (38.)) einer krummen Fläche angehört, 
auf der die Curven u = const., v — const. constante geodätische Krüm- 
mung besitzen. Es sind aber, wie Bonnet (Memoire sur la theorie des 
surfaces applicables ete., Journal de l’Ecole Polyt., cah. 42, p. 132 (1867)) 
bewiesen hat, abgesehen von den Cylinder- und Kegelflächen, die Ro- 
tationsflächen und ihre inversen Flächen die einzigen, deren sämmtliche 
Krümmungslinien constante geodätische Krümmung besitzen. 

Den Monge’schen Canalflächen gehören auch, wie leicht gezeigt 
werden kann, diejenigen Flächen an, welche aus den eben construirten 
nach dem Christoffel’schen Theorem, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, durch eine Moutard’sche Transformation gewonnen werden 
können. ® 

In der 'That genügt für eine solche Fläche die der Grösse R’ ent- 
sprechende R’ der Gleichung 
| | RB 


ud 


und man beweist mit Hülfe.der beiden ersten Fundamentalgleichungen 
wie vorher für die Grösse R, dass die eine der beiden Hauptkrüm- 
mungen r,r, von u allein oder von v allein abhängt. Die Invariante 
h' selbst hat den Wert 
2U'V' 

(47.) Ri NE (UFVy' | 

Es ist nicht schwer, eine Fläche zu construiren, welche zur eben 
definirten Invariante % gehört, ohne eine Monge’sche Canalfläche zu 
sein. Zu solchen Flächen gelangt man z. B. auf folgende Art, welche 


zugleich beispielsweise zeigen soll, welche Wege man zur Auffindung 
5 


I 


der Flächen einzüschlagen hat, wenn die mittlere Krümmung HZ be- 


kannt ist. 
Man setze 
HR: 
wo dann vermöge der Gleichung (A*.) die Grösse R von der Form 
Br 1 
2 vn 


sein muss, unter U, V Functionen von « bez. v verstanden. Daraus 
folgt, dass die in der Gleichung (D.) auftretende Invariante 3(7) ver- 


schwindet. Demnach darf die Gleichung (D.) der weiteren Untersuchung 
dieses Falles nicht zu Grunde gelegt werden. Nun wird vermöge der 


Gleichungen (31.) und (32.) 

,,U-V7 

Day 
von einer im Zähler dieses Ausdrucks auftretenden additiven Constanten, 
die gleich Null genommen werden kann, abgesehen; also wird 


und die Hauptkrümmungen nehmen zufolge der Gleichungen (17.), (20.) 
und (20'.) die Werte 


V NE V EN EEE 
1a: (U+V)’ 2 (U+V) 
an. 


Nachdem dies festgestellt ist, kann nunmehr die Gestalt der Func- 
tionen U, V ermittelt werden; dazu dient die Gauss’sche Relation (c.). 
Diese lässt sich im vorliegenden Falle auf die Form 
Br: 
U 4 
bringen, aus welcher durch Differentiation nach «, v die Gleichung 


u"\v vers 
wz)+UU(z)— 0 


(48,) (7-7) -2(0”+9%) = } 


folgt, welche nur bestehen kann, wenn gleichzeitig die Differential- 


gleichungen En 

TR = 2aU’+b, 
(49.) n 

r — Da’ Vr-rd! 


Vv 


Sn 


bestehen, unter a, a’, b, b' reelle Constanten verstanden. Daraus erkennt 
man, dass die Functionen U, Y den Differentialgleichungen 


0° — al: +bU° +e, 
172%, —_ a V*+b'V7?+c 
genügen, wo zwischen den Constanten zufolge der Gleichung (48.) die 


Relationen 
a+ad = 0 
10) 


(50.) +0 = 


c+Hen = 


lm 


bestehen; im Folgenden wird vorausgesetzt, dass der Coefficient a einen 
positiven Wert besitzt. Daraus folgt, dass die Functionen U, V ellip- 
tische Functionen im allgemeinen Sinne sind, also rationale Functionen 
der Weierstrass’schen Transcendenten (u), @'(w) mit reellen Inva- 
rianten, 

Aus der Grösse R kann der Wert der Invariante 


n = ER) = I) = guy 


gebildet werden; also ist die Grösse 3 der durch die Gleichung (47.) 


/ 


definirten A gleich. Nun ist aber im Allgemeinen die Grösse R nicht 


von u oder v allein abhängig; demnach ist im Allgemeinen kein Indivi- 


duum der in Rede stehenden Flächenklasse eine Monge’sche Canalfläche. 
Die Bestimmung der cartesischen Coordinaten eines Flächenpunktes 
soll nach der durch die Gleichungen (35.) und (36.) gegebenen Methode 


erfolgen; es wird 


U+V oo 6 U-V U+V 
eine Gleichung, welche für 


e+2log(U-N) = 4 
in die folgende 


09 0% 
(U-N) = (U+ Pier 
übergeht, deren allgemeines Integral sich in die Form 
9 = log F,(2/ Udu — 2if Vo) 


setzen lässt, wo F\ eine willkürliche analytische Function des com- 


5* 


—:36 —- 


plexen Arguments 


U*-i7* = 2/ Udau— x Var 
bedeutet; daraus ergiebt sich 
IR n\ a 
| Ur 
und also 
F 

(51.) ei — ww 
wo F die zur Function F' conjugirte Function des conjugirten Argu- 
ments U*+4iV* ist. | KR | R RE 

Die Functionen F, F, sind gemäss der Integrabilitätsbedingung 
(39.) zu ermitteln. Wenn die Formel | 


F=P+i0 


die Zerlegung der Function F in ihren reellen und imaginären Be- 
standteil angiebt, so gehen vermöge der Formeln | 


(52.) dU* — 2Udu, dV* = 2Vv ı 


die Riemann’schen Gleichungen, denen der reelle und der imaginäre 
Teil einer analytischen Function genügt, in die folgenden BE 


D3 ou v’ 
(88.) BR... n00 
0% ou 


über; die Ableitung der Function F' wird 


AP) 1 0P.80 
arm) "Tat! ur 


Pr 


und da 
det (Ü-V)F-(U+HiM)F 


(U-V)%- 


ist, so wird die Integrabilitätsbedingung (39.) durch die partielle Diffe- 
rentialgleichung e : 


U’—- 7? 00 
54. ee En DV. ET 
( ) 2U ou Q 


ersetzt. Eliminirt man mit Hülfe der Formeln (53.) aus der vorstehenden 
Gleichung die Grösse P, so ist das Resultat eine partielle Differential- 


ee 


gleichung für die F ungtion Q, der sich die folgende Gestalt geben lässt: 


RT ne] - 


Die Integration .in Bezug auf die Variable « liefert die Gleichung 
| te | Be 
37 79 = (U-9Y4R) 


unter d(v) eine willkürliche Function ihres Argumentes verstanden; die 
erhaltene Gleichung kann als eine gewöhnliche Differentialgleichung 
betrachtet werden; ihr allgemeines Integral ist 


| RB Ä 
(55.) = uv'-v'| (U°’— 9°) Sr de, 


wo U eine noch zu bestimmende Function des Arguments u bedeutet. 
In derselben Weise würde sich, wenn man aus der Gleichung (54.) die 
Grösse Q eliminirt, für die andere P der Wert 


(56.) je gie vw: du 


ergeben, wo o(u), ®(v) willkürliche Functionen ihrer Argumente bedeuten. 
Aus der zweiten der Gleichungen (53.) wird gefolgert, dass zwischen 
den vier in den Grössen P, @ auftretenden willkürlichen Functionen 


die Relationen 


| u uni Di +0 
(87. 
7 
mı® Dssypiik 


bestehen, in denen C eine willkürliche Integrationsconstante bedeutet. 
Aus dem Gleichungspaar (53.) ergiebt sich, dass die Function P der 
Differentialgleichung 

nr ca jU a N 


(68) MR 


ou. 


genügt; wird in diese für P der durch die Formel (56.) gegebene Be- 
trag eingesetzt, so ergiebt sich unter Benutzung der Formeln (49.) eine 
Gleichung, aus welcher durch Differentiation nach v die folgende her- 
geleitet wird: 


sie zeigt, dass die rechte und die linke Seite einer und derselben Con- 
stanten gleich ist, welche, wie man durch Einsetzen in die Ausgangs- 
gleichung nachweist, den Wert Null hat. Demnach ist 


(89) ° fr) 2.0 
und 
7) 
108 +2 == 4am, 


wo m eine willkürliche Constante bedeutet. Die Integration dieser 
zweiten Gleichung gelingt leicht, wenn an Stelle der Variablen v die 
Grösse V* vermöge der Relation (52.) eingeführt wird. Multiplicirt 
ve 
ausgeführt werden, und es wird, wenn n eine willkürliche Constante 
bedeutet, 


man die so erhaltene Gleichung mit 2 ‚ so kann die Integration 


(Pr) —= — Bd’ +2amB-+n, 


eine Differentialgleichung, deren allgemeines Integral sich bei passender 
Wahl der Integrationsconstanten «, ß in die Form 


(60.) VB —= tasin(VaV*-+p)+4m 
setzen lässt. 


Die Function @ genügt einer der Gleichung (58.) entsprechenden 
Differentialgleichung; auf genau demselben Wege werden aus ihr die 


Relationen 
vV' ! 1 
(61.) (-) = 0 
und 
(62.) U = te’ cos(Ya’ U*+B')+4m! 


abgeleitet, wo «', m' reelle, ß' dagegen eine rein imaginäre Integrations- 
constante bedeutet. Unter dieser Voraussetzung ist die Function U 
reell. Für die durch die Gleichungen (57.) definirten Grössen 9, d sind 
die Relationen (59.) und (61.) identisch erfüllt; unter den Constanten 


m, m’, C findet die Beziehung 


2a(m-+m') = bÜ 
statt. 
Für die Functionen P, Q, welche sich in die folgende Form setzen 


lassen: 


P= -VU-8)+4 7, (U-7%)-40UV,, 
Q = +VU-B-4 7 (U-M)+40V'U, 


ergeben sich nach Einsetzung der Werte (60). und (62.) der Functionen 
U,2 die Ausdrücke 

P= -LU'k- 2a Va’ sin g*(U’- 9) CUP", 

Q = +1V'’k-1aVa cos X (U’—-V?)+40V'U?, 


wo | 
k= wa cosy*—«cosl*+y, 
9* = Va’ U* + P), 
v* = VaV*+Bß, 
y= m-—m 


gesetzt ist. Das Argument d* ist nach den Festsetzungen über die 
Uonstante a stets reell, 9* dagegen rein imaginär. 

Nach Ermittelung der Functionen P, Q werden die cartesischen 
Coordinaten vermöge der aus der Gleichung (51.) folgenden Relationen 


‚A 2ER 

Den (Ueym 
Bart a 
oo (U-V) 


durch Quadraturen gefunden. Die Integration lässt sich zum Teil aus- 
führen; es wird, wenn 

K = «' \a'/sin p* du— a Val cos Ydv-+y* 
gesetzt wird, wo y* eine willkürliche Constante bedeutet, 


k UV 
ev A 


Die in den drei Grössen y = &, y, z auftretenden einundzwanzig Con- 
stanten sind selbstverständlich nicht unabhängig von einander, sondern 


so zu bestimmen, dass die Gleichung Bauderes ad 


da? +dy? + de? = > 5) (du? + Fr 


identisch besteht. Diese Bestimmung der Constanten, welche stets mög- 
lich ist, bietet keine grundsätzlichen Schwierigkeiten; auf sie soll der 
Kürze wegen nicht näher eingegangen werden. - 
Man kann demnach das folgende 'Theorem aussprechen: 
VI. Sind U, V zwei beliebige den Gleichungen 
U" — aU*+bU:+o, 
via ay*ıd’V2rc 
genügende elliptische Functionen, wobei die im Uebrigen will- 
kürlichen Coefficienten a, b, c, a‘, b', c den Bedingungen 
ot =0, IV —=0, c+l =} 


unterworfen sind, und wird kin ws) 


= 2 Va fUdu+ß, 
u = 2Ya/ Ve +B,, 
„= 0,0089, —0,sind +7, 


K,=e, Va’ [sin pidu— a, Yaf cos 4*dv-+y; 


gesetzt, so stellen bei geeigneter Wahl der Constanten u, 0, 


„r 1? 


Ey 
| 


BL» 7, 9, ©, die Grössen 


ae, SON, 
ige 005), 
, UED: 
Ya [yKrtry 
k, UV 
en 


die cartesischen Coordinaten eines Punktes einer Isothermfläche 
dar, deren Linienelement auf die Form 


u. 8 
ds? ee pr) (u +de®) 


gebracht werden kann. 
Wenn wie bei der oben untersuchten Flächenfamilie (7 = R) die 
Grösse H sich als Function des Arguments R darstellen lässt, so kann 


AT 


bewiesen werden, dass dann die Grösse R stets eine Function des Ar- 
guments 
W= U+V 
ist, wo U, V Functionen von «, bez. v bezeichnen. 
Ist in der That 
H= &(R) 
unter ® irgend eine Function verstanden, so geht die Gleichung (A*.) 
in die folgende über: 


0” 1 OR OR 1 
OR ou | ) 


in welcher die Zeichen ®”, ®’' die Ableitungen der Function ® nach dem 
Argumente R bezeichnen; diese Gleichung lässt eine Integration zu; 


es wird 
ö 1 

Ds R 
(63.) Fa. 
wo U'd.h. n die willkürliche Integrationsfunction bezeichnet. Setzt 
man nun 

P' dW 
se) Sara” 


wo W eine Function des Argumentes R bedeutet, so ergiebt sich aus 
der Gleichung (63.) durch abermalige Integration 


W= U+4V, 
woraus sofort die obige Behauptung gefolgert werden kann. Ist die 
Function ® gegeben, so ergiebt sich die Grösse R, als Function von W 
betrachtet, durch Umkehrung der aus der Formel (64.) folgenden Glei- 


chung 
&’ 
W=- f GAR, 
Nachdem auf diese Weise die Function 
BZ 
gefunden ist, kann die Differentialgleichung (D.) als eine gewöhnliche 
Differentialgleichung zur Bestimmung der Functionen U, V betrachtet 


werden, so dass auch in dem Falle, wo die mittlere Krümmung H als 


Function der Grösse R gegeben ist, die Bestimmung aller Isotherm- 
6 


MET | 


Ba 28 


flächen von der Integration gewöhnlicher  Differenttialglsichungen 3 
hängt. Dabei wird selbstverständlich vorausgesetzt, dass die gege 
Function ®(R) geeignet ist, die mittlere Krü ümmung einer YA ; 


jr 


On ER Krümmunsgslinien a 7 usa I 


setzung gebunden, dass die vorkommenden Funktionen zum Mindesten ß 
für ein ‚Aesumunies endlichen ehe ihrer, DERWERIE | Een und 


nung einschliesslich besitzen. 


Berlin, October 1896. 


a }. La de” une al \errah BERN) EV 


Thesen. 


1. Die Aufgabe der theoretischen Physik ist: aus möglichst ein- 
fachen Hypothesen die Resultate der Beobachtung auf streng mathe- 
matischem Wege herzuleiten. 


2. In der reinen Mathematik ist die Berechnung von Beispielen, 
welche nur Specialfälle einer allgemeinen Theorie sind, als eine Erwei- 


terung der Wissenschaft nicht zu betrachten. 


3. In der Theorie der Flächen ist dem Studium der Differential- 


formen ein viel grösseres Gewicht beizulegen, als es bisher geschieht. 


4. Die Frage nach der Integrabilität einer gewöhnlichen Differen- 
tialgleichung durch Quadraturen ist sehr mit Unrecht in den Hinter- 


grund getreten. 


E 
e 


| | Vita. 


Natus sum, Rudolf Rothe, Berolini die XV. mensis Octobris Ä 
s. LXXIII, patre Ernst, quem praematura morte mihi ereptum val 
lugeo, matre Augusta e gente Eick, quam adhuc vivere Sure ee 
gaudeo. Fidem confiteor evangelicam. 
Postquam per decem annos symnasium Sop hi 1ae Berolini fre 
quentavi, maturitatis testimonium auctumno anni h. s. XCII adeptus in ? 
civium Vniversitatis Fridericae-Guilelmae Berolinensis numerum receptus 
sum atque per quattuor annos studiis incubui praecipue mathematicis, 
physicis, astronomicis. Audivi viros doctissimos de Bezold, Bla sius, : 
du Bois-Reymond,  Foerster, Frobenius, Fuchs, ; Glan, 
Hettner, Knoblauch, Kundt(j), Lehmann-Filhes, Nees en, 
Paulsen, Planck, Priwscheim, Schlesinger, E:A.,S ehwarı, 
Stumpf. “ y 
Seminarii mathematici per tres annos sodalis fui, collogquiis, N, quae n x 
vir ill. H. A. Schwarz instituere coepit, per duo semestria interfui. = 
Quibus omnibus viris optime de me meritis, imprimis professoribus 
illustrissimis Georgio Frobenius, Lazaro Fuchs, Johanni 
Knoblauch, Hermanno Amando Schwarz, summas gratias ago ; 
semperque habebo. 
Societati autem mathematicae, cujus per omnia semestria so- S 


dalis fui, permultum me debere summasque gratias me agere confiteor. 


